
7/22/2019 Accela推箱子

https://mp.weixin.qq.com/s/D3ZHMDPgChuCKnMcu95a9A 1/16

群论和魔方（P1）

从未有理论如此直击心灵，仿佛世间所有答案早已漂浮于空气中，只是从未被看见。

为什么是群论？

本文P1介绍群论，P2求解魔方。本文保证深入浅出（^_^）。群论是求解魔方的基础。P2

实现了可运行的程序。

群论可以研究空间的结构。

求解魔方犹如在庞大的状态空间中寻找最短路径。与其熟记所有捷径，不如绘制空间结构的

地图，将捷径的“巧”转化为地图搜索的“系统”。

几乎所有算法问题都可以转化为“空间结构”。可能的状态，在约束内自由滑动，张成空间。

而问题的答案，即是空间中的特殊一点，也是空间结构本身；那便是“特殊”的含义。

空间结构的本质是对称。

是什么使空间结构各不相同？不同的约束，从完全自由杂乱的母板上，雕刻出不同的空间结

构。而“约束”本身是恒定的等价性，即是对称。（所有的群都是自由群的商群，链接表见文

末，下同）

群论也被称为研究对称的理论。对称有着更深刻的本质，动量守恒对应空间平移不变性，能

量守恒对应时间平移不变性，而量子物理几乎离不开群论。（诺特定理）

对称一定是普遍的。

算法问题总有着少量的规则，大量的状态。犹如鸽笼原理，把大量状态塞进少量规则，一定

会充满对称。而研究对称的群论，总有用武之地。
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在时间和空间的主轴上，“对称”构建起人类的思维。“不变”是对称。时间中不变的相对空

间，被识别为物体。万物中的不变，被识别为概念。概念间的不变，产生了层层抽象和思

想。它们即是认知的本源，也是人类的囚笼。（物自体）

下面，让群论揭开现实的本质……

群论：基本概念

本文的定理和截图基本出自J.S. Milne Group Theory，推荐。本文讨论的群都是有限大小

的群。

群（Group）的定义

我们希望“群”的定义足够普通，又能反映对称。看数学的选择：

群被定义为集合G上的二元运算；运算是封闭的，不会超出集合；运算可逆，拥有逆元；满

足结合律，因而可以稳定地连接多次运算；但不一定满足交换律。
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去除群定义中部分规则，数学概念依然存在，例如半群。而向群中加入第二种运算，则可构

成域，例如有理数域。

子群（Subgroup）

群所在的集合G有子集S，如果S对群运算是封闭的，则S成为子群。“封闭”指，S中任意两个

元素的运算结果，仍在S中。

正规（Normal）子群

若G的子群N，对共轭运算（gng^(-1)）封闭，那么N是正规子群。为什么需要“正规子

群”这个概念呢，见下文的商群。

陪集（Coset）

G有子集S和元素a，a可与S中所有元素相乘，得到新集合——aS称为左陪集，Sa称为右陪

集。左右陪集通常对等，本文默认“陪集”用左陪集。

陪集看似抽象，实则直观，是触及群论本质的东西。它有近乎完美的性质：陪集间互不重

叠，互相等大，完整覆盖群——陪集的集合构成群的划分。
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商（Quotient）群

S的所有陪集的集合，记为G/S，称为“商”；它们是群G的划分。为方便，常从陪集中任取一

个元素代表它，称为代表元（Coset Representative）。

G/S是群吗？当S是正规子群时，是，称作“商群”。群的二元运算定义为 (aS)*(bS)=

(a*b)S；正规子群便是为了等式成立。

等价类划分，和商群异曲同工。还有从整数Z构造分数Z×Z，用分数约分构造等价类，而商

则是有理数。

群作用（Group Action）
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为描述魔方，基本的群定义不太合适。因为其元素既表示魔方状态，又是参与运算的魔方操

作。

我们将其分开，魔方操作构成群G，色彩方块构成集合X。二者一起被称为群作用G-set。

稳定（Stabilizer）子群

有了群作用G-set，我们希望为它的特别之处建立概念。G中哪些元素g操作X的子集S后，可

以不改变S呢？可证明这些g组成的集合是群，称之为S的稳定子群Stab(S)。

Stab(S)和函数不动点异曲同工，内涵深刻；对应能把魔方转回原位的操作。试想Stab(S)的

陪集、商是什么呢？后文有更多讲解。

轨道（Orbit）

与稳定子群相反，不稳定的话会怎样呢？取X中元素x0，用G不断变换它；x0走过的全部，

称为x0的轨道Gx0，也记Orbit(x0)，是X的子集。
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不同x0有不同轨道，神奇的是，轨道的集合是X的划分；即轨道间互不重叠，完整覆盖。本

质上，是因为群中元素可互相“传递”，形成了等价类。

对于魔方，试想我们仅允许部分旋转操作，色彩方块所能达到的全部状态就是轨道。

同态映射（Homomorphism）

如何表达两个群拥有相同的结构？同态映射要求群G的二元运算，在群G’上仍保持。G和

G’大小可以不等。

G和G’的元素，到底有何种对应关系？同态映射背后有着近乎“疯狂”的定理。

同构（Isomorphism）
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同态映射，如果是一一映射（Bijective），则G和G’相等（大小相等，元素一一对应），称

为同构（Isomorphism）。

核（Kernel）

同态映射f中（贴图中符号是“α”），核Ker(f)是被映射成单位元的元素的集合（单位元的原

像）。核就是“1”（乘法表示），核就是“零”（加法表示）。

可以发现，核与稳定子群概念一致。那么，核的商是什么呢？后文有更多讲述。

另外，核一定是正规子群。因为：∀g∈G, ∀a∈Ker(f), f(gag^(-1)) = f(g)f(a)f(g^(-1))

=f(e)=e’ => gag^(-1)∈Ker(f)。

群论：作为背景的定理

群论最激动人心之处，在于许多极其强大却又无比普适的定理；如同包容一切复杂度的边

界，真相如此朴实，却又从未被察觉。

所有的群都是置换群（Permutation Group）的子群

群可以写成乘法表的形式。可证明，每一行无重复元素，是集合元素的置换。“置换”是一个

从集合S到S的双射函数，即把S中的元素重新排列了顺序。
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如果把所有可能的置换凑齐，就有了置换群Sn。置换群的二元运算定义为置换的复合函数

（还是置换）。Sn大小是|S|!。

直觉上可以看到，S上的群，都是其完整版——置换群Sn——的子群。S的元素可以看作Sn

中的置换函数，置换规则就是乘法表中的对应行。而“看作 ”的本质则是同态映射

（Homomorphism）。

魔方的旋转操作是对色彩方块集合的置换。而魔方操作并不能抵达色彩方块的任意组合，魔

方群是置换群的子群。
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找到作为完整版的置换群，便让被研究的群有了边界——它们都是更小的子群而已，无论多

么复杂。而“置换”的普适，则使得程序可以使用映射数组，来实现群的快速运算。

所有的群都是自由群（Free Group）的商群

将集合X中元素任意组合连接，不限长度，生成自由群FX。FX除遵守群定义外，无任何约

束。

下一步，加入约束。如何表示约束呢？用“对称”：a=b。换个形式，即ab^(-1)=e。也即是

说，约束就是元素的乘积，ab^(-1)；群论中称为关系（Relation）。关系的集合记为R。

那么，R有多大？如果h属于R，那么gh=g，即ghg^(-1)=e，所以共轭运算ghg^(-1)也是

关系，属于R。把FX中所有g试遍，我们发现R是正规子群。

于是，有了商群FX/R，记为G。G就是向自由无结构的FX中，逐步加入约束/关系（本质

是“对称”），所得到的有结构的空间。（Quora有易懂的解释）

所有的群G，都可以如此得到；它们都是自由群的商群。

自由群就像世界的母板，“对称”雕刻出的一切空间结构，都有精确的数学解释。而自由组合

词语的语言，是否与自由群有更本质的关系呢？而语言的结构，便是世界的结构。（语言哲

学）
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群论：空间的结构

如何研究空间结构？这是最震撼人心的地方，表象背后的一致浮出水面，现实从未如此清

晰。“分而治之”仍然质朴有力。

陪集划分

前文讲过，陪集的集合G/S构成群G的划分。而陪集间不仅大小相等，还具有相同结构；例

如用*a，将S中元素一一映射到aS。

这构成了“分而治之”的完美适用。选取子群，层层分解，而层内陪集间结构都相同。更妙的

是，子群可以任意选取。

对于魔方群，我们可以层层分解，构造出链条。如何选取子群呢？P2中我们将讲到稳定链

（Stabilizer Chain）。

稳定子群的商与轨道同构

如何理解呢？从魔方开始。选取魔方色彩方块的子集S。Stab(S)中的操作，无法转动S。

下面来看Stab(S)的陪集；设其代表元为g，陪集为gStab(S)。gStab(S)中任意元素，可由

g*x∈Stab(S)得到。可以发现，因Stab(S)没有转动作用，所以g*x都将S旋转到相同位置，

即g的位置。
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也就是说，Stab(S)的陪集，与S能被旋转到位置，是一一对应的。而陪集完整覆盖魔方群

G。所以，陪集的集合、即Stab(S)的商，与S能到达的所有位置、即S的轨道，同构：

G/Stab(S)<-> Orbit(S)。

这条定理是我们绘制魔方状态地图的基础。稳定子群像不动点，而陪集像切换“视角”，把S的

状态从e切换到某g。商则从（不动）“点”构造出全局（“面”）的划分。

“点”蕴含了所处的“面”，正如答案反而蕴含了问题本身。人们常问“答案”，但若已在眼前，如

何判断它就是呢？“判断”、“答案”、“问题”，内在便是一致的空间结构。与其寻找答案，不如

明晰问题的结构本身。

同态映射的结构

如何理解呢？设同态映射f将群G映射到群G’。先从“不动点”核Ker(f)入手。因Ker(f)是正规子

群，故G/Ker(f)构成商群，元素是Ker(f)的陪集。
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Ker(f)的陪集有何性质？任取g∈aKer(f)，则g=a*p而p∈Ker(f)，故f(g)=f(a)f(p)=f(a)。

即，同一陪集中的元素总映射到G’中同一点。

可以发现，此定理与“稳定子群的商与轨道同构”是一样的：G/Ker(f)与G’同构，由f映射。

准确说，G/Ker(f)是与f在G’中的像，记为 I.（ Image，即f在G’中能达到的所有元素的集

合），同构。

反过来，能够从任意核Ker(f)，构造出同态映射f吗？是的。任取正规子群N，把它当作

Ker(f)，而令f把g∈G映射到其陪集∈G/N，G’就是商群G/N。
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可以看到，同态映射、正规子群、商群，本质是一样的。它们与稳定子群、轨道，本质也是

一样的。同态映射就是正规子群，正规子群就是同态映射。商群G/N是同态映射约减后的

G。“约减”是等价类划分。

同态映射，是如同函数般普遍的概念。而在群论中，却给出了无比本质，无比普适的强大定

理。群的空间结构由此层层剖析。

群的分解

由上节，我们有了分解群G的方法。选取正规子群N，构造的商群G/N比G更小，而且保持了

与G一致的结构，由以N为核的同态映射f维持。

G被分解成了G/N；G是N与G/N的半直积（Semidirect Product）。将G层层分解，从复

杂到简单，便有了研究群结构的方法。

如果将G分解到底会怎样？犹如整数分解为质数，最终产物称作单群（Simple Group），

即不含更小的正规子群（Non-trivial）的群。
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Jordan–Hölder定理指出， G的分解链条（Composition Series）是唯一的：长度相等，

单群相同，只有顺序可变。

如何从单群构造原来的群 G 呢？这一过程称为 Group Extension ，结果并不唯一

（Quora）。半直积是典型方式。

揭晓答案的时刻：单群已被完全分类。出乎意料，只有如下4种。这便是构成一切群的“质

数”，群的结构可如此洞悉。
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无论空间结构多么复杂，砖块皆如此。这便是世间为何总有许多“似曾相识”。由“对称”雕刻

的无限现实，本源却如此寥寥；真相是祝福，亦或牢笼？

结语

现在回看开头，是否更有感触？空间结构中，“对称”如此普遍，群论能将其“质数”分解；构

筑现实的砖块，内在却是出奇一致地简单。最震撼人心的理论，如空气般朴实却又难以察

觉。

一切只是开始。P2中，我们将求解魔方的谜团。看似简单的3*3*3魔方，拥有43百万兆的组

合。而我们将从4*4*4魔方入手……

 
附录：链接表

微信文章禁止外链，故将资料链接存放此处。

所有的群都是自由群的商群：
https://math.stackexchange.com/questions/9446/every-group-is-the-quotient-
of-a-free-group-by-a-normal-subgroup

诺特定理：https://zhuanlan.zhihu.com/p/51330777

物自体：http://www.lunwenstudy.com/wgzhexue/65123.html

J.S. Milne Group Theory：https://www.jmilne.org/math/CourseNotes/GT310.pdf

半群：https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%8D%8A%E7%BE%A4

域：https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9F%9F_(%E6%95%B8%E5%AD%B8)
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自由群的商群 Quora有易懂的解释：
https://math.stackexchange.com/questions/9446/every-group-is-the-quotient-
of-a-free-group-by-a-normal-subgroup

语言哲学：
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E8%AF%AD%E8%A8%80%E5%93%B2%E5%AD%A
6

Simple Group：https://en.wikipedia.org/wiki/Simple_group

Jordan–Hölder定理：https://en.wikipedia.org/wiki/Composition_series

Group Extension Quora：https://math.stackexchange.com/questions/25315/how-
is-a-group-made-up-of-simple-groups

单群已被完全分类：
https://en.wikipedia.org/wiki/Classification_of_finite_simple_groups

3*3*3魔方：https://en.wikipedia.org/wiki/Rubik%27s_Cube


